2. Prozef3verklemmungen 2.1.2. Beispiel

PETRI-Netz Py zur Verklemmung zweier Prozesse P1, P2

2.1. Beschreibung mittels PETRI-Netzen mit 2wei Betriebsmitteln BM1, BM2

2.1.1. Einfuhrung

- Ausgangspunkte
Realisierbarkeit von Automaten durch Schaltwerke (PETRI 1962)
Maéngel des Automatenbegriffs

P1 BM1 BM2 P2

- Vorteile
Anschaulichkeit — unterschiedliche Abstraktionsstufen —
ausgefeilte Theorie — Weiterentwicklungen — Software

. Literatur

PETRI, E.A.: Kommunikation mit Automaten. Diss. Univ. Bonn,
1962.
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REISIG, W.: Petri-Netze. Eine Einfuhrung. Springer, 1990.

BAUMGARTEN, B.: Petri-Netze. Grundlagen und Anwendungen. Wis-
senschaftsverlag Mannheim, 1990.

KONIG/QUACK: Petri-Netze in der Steuerungstechnik. Verlag Technik,
Berlin, 1988.

SONNENSCHEIN, M.: Petri-Netze: Einfilhrende Ubersicht. Schriften
zur Informatik 136, Aachen, 1988.
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2.1.3. PETRI-Netze— Grundbegriffe

. Elemente:  Ereignisse (Transitionen, Ubergange) t ®|®

Bedingungen (Plétze, Stellen) p ®O®
Zusammenhang:

t » Die Bedingung p ist Vorbedingung des Ereignissest.
Poe@0”

Die Bedingung p' ist Nachbedingung des Ereignissest.

- Definition 1.

N = (P,T,Fm) heifdt markiertes PETRI-Netz (kurz: PN), wenn gilt:
(1) P, T sind endliche Mengen (Pléatze, Transitionen);
(2 PCT=/A& PET!

(3) Fi (P T)E (T P) FluRrelation mit
dom(F) E codom(F) =P E T;

(49) m:P® N Markierung.

Weiter sei
t:={pl P|(pt)T F} Mengeder Vorplatzefurti T,
t-:={pT P|(tp)T F} Mengeder Nachplatze furti T.
Anaog -p, p- Menge der Vor-/Nachtransitionen.

- Bemerkungen

bipartiter gerichteter Graph, OT P, |T T, ohneisolierte Knoten,
keine , héngenden Kanten®.

Marke; ¢
Vielfachheit der Kanten: V: F® N,

23

- Transitionsregel

Die Transition t kann hochstens dann schalten, wenn dleihre Vor-
plétze markiert (alle ihre Vorbedingungen erfiillt) sind.

Wenn t schaltet, werden alle Vorbedingungen von t beendet, und alle
Nachbedingungen sind erflillt.

Sprechweise: t hat Konzession, kann feuern.

. Bsp. L.

t t schaltet

t' schaltet
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- Erreichbarkeit

Sei N =(P,T,F,mg) ein PN; T* bezeichne die Worthalbgruppe Uber
T. Dann wird induktiv eine Relation ® 9 bzw. ® " tber N© fiir

ql T* definiert:

s mmi N gf Tt T.

(1) me*m :U m=m.

2 mE*mM :U $m"me®“‘m'Um"®"'m.

@R m® m :U $q7 T* m®Im. Erreichbarkeitsrelation

Fernerséi R(m):= {m'|m® " m}

EG(N) := [R(my), B] Erreichbarkeitsgraph

B:={(mm)|mmT Rm) U$tT T:m®'m'}

25

- Beschrénktheit
EinPN N =(P,T,Fmo) heil3 beschrankt bei
"pl P $k=k()T N"ml R(My): m(p) £k.

Ist k=1 "pl P, soheiR}tN sicher.

Esgilt: N beschrankt U R(m) endlich.

- Bemerkungen
Der Erreichbarkeitsgraph eines endlichen PN muf3 nicht endlich sein.

Der Erreichbarkeitsgraph ist agorithmisch konstruierbar.

Die Zeitkompliziertheit des Problems, den Erreichbarkeitsgraphen
eines beschrénkten PN zu berechnen, ist tiberexponentiell.

Zeitkompl.: Anzahl der Schritte bis zum Abbruch als Funktion
von der Gréle des PN.

GrolRedesPN: [P+ [T|+|F|+S, S Summealler Marken.
Schritt: Berechnung einer Markierung.

Erreichbarkeitsproblem ist von gleicher Kompliziertheit.
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2.1.4. Lebendigkeit
. Definition 2. Sei N = (P,T,Fmg) enPN, M=N".
(1) mT M heittot, wennkein tT T Konzession bei m hat.

(2) tT T heiflkt totbei mT M (bzw. in N), wenn von m (bzw. mg)
aus keine Markierung erreichbar ist, bei der t Konzession hat.

(3) N heifdt schwach Iebendig oder verklemmungsfrei, wennin N
keine tote Markierung erreichbar ist.

(4) tT T heiflktlebendig (bei mT M), wennt bei keiner von mg (von

m) aus erreichbaren Markierung tot ist.
(5) m1 M heift lebendig, wennalle t1 T lebendig bei m sind.
(6) N heifdt lebendig, wenn mg lebendigist:

"t"mtT TUmT R(mg P $gT7 T* $m'T R(mM): m® *m).

- Esqgilt:
Ist N lebendig, soist N verklemmungsfrei.

Ist t lebendig (bzw. tot) bei m, dannist t Iebendig (bzw. tot) bei al-
len von m aus erreichbaren Markierungen.

Ist t tot, dannist t nicht lebendig.

Ist N nicht verklemmungsfrei, dann besitzt N keine lebendige Transi-
tion.

- Bsp. 3.
a m=(2 0)
b) m=(3 0)

- Weiter gilt:

- Esist entscheidbar, ob eine Transition tot ist.

- Verklemmungsfreiheit ist &quivalent mit Erreichbarkeit.
- Verklemmungsfreiheit ist entscheidbar.

2.7

2.1.5. Struktureigenschaften

- Definition 3. EiInPN N = (P,T,Fmo) heifdt

(1) FC-Netz (free choice):
()T Fp p-={t} U-t={p}

(2) EFC-Netz (extendedf.c.):
(Y, (pT F P ot=-t

(3) ES-Netz (extended simple):
p.(;q.l/CED p.l’q.Uq.I’p.

(4) Zustandsmaschine: [tj=1]t[=1

(5) Synchronisationsgraph: |'p|=[p:|=1

. Bsp. 4.

pl P el T,

"pal P;

"t T,
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. Esgilt: . Definition 4. QI P heifkt sauber bei mT M, wenn die Pldtze von Q

-FC b EFC b ES. keine Marken enthalten.
- Jeder Synchronisationsgraph und jede Zustandsmaschine sind FC-
Netze.
- Jeder Synchronisationsgraph ist strukturell konfliktfrei. - Esqgilt:
- Jeder Synchronisationsgraph besitzt eine lebendige Markierung, jede Sei N=(PT,Fmg) enPN, mi N

Zustandsmaschine eine sichere. . . . .
- Ist D ein bei der Markierung m sauberer Deadlock von N, dann ist

D bei jeder vom m aus erreichbaren Markierung sauber, und alle

- Deadlocks und Fallen Transitionen aus D™ sind tot bei m.
Fur Qi P sei Q:={tl T|$pl Q:(p)TF, - st SeiE_ebtei m markierte Fallein N und m'T R(m), so ist S auch bei
m' markiert.

Q :={tl T|$pl Q: (tpT F}.

Definition 4. Q! /E heil}t Falle (trap) bei Q 1 Q;
Q heilt Deadlock bei Q"1 Q.

- Besitzt N keinen Deadlock, soist N lebendig.

- Definition Deadlock-Falle-Eigenschaft
DasPN N = (P,T,Fmg) hat die Deadlock-Falle-Eigenschaft (DF-

t t Q Eigenschaft), wenn jeder Deadlock von N eine bei mo markierte Falle
0 enthalt.

b) t
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2.1.6. Charakterisierung lebendiger PETRI-Netze

Satz1. Sei N ein EFC-Netz. Dann ist N genau dann lebendig, wenn N
die DF-Eigenschaft besitzt.

Satz 2. Ist N ein ES-Netz mit DF-Eigenschaft, so ist N lebendig.

Satz 3. Besitzt N = (P, T,F,mg) die DF-Eigenschaft, soist N verklem-
mungsfrei.

Beweis. Angenommen, N sei nicht verklemmungsfrei, d.h.:

Es wird betrachtet
D :={pl P|m(p) = 0}.

Dannist D! A denn sonst galte
m(p) >0 " pl P,
d.h., alle t hétten Konzession —

D ist Deadlock: Sei tI D*. Dam tot, hat t keine Konzession, also:
$pl -t: m(p) =0,
d.h. pl D und damit ti D

D enthédlt aber keinebei m markierte Falle (nach Konstruktion). Dies
ist WS zu DF-Eigenschaft. |
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2.2. Systeme mit seriell wiederverwendbaren Betriebsmitteln

2.2.1. Beispiele

- Gemeinsames Benutzen von seriell wiederverwendbaren Einexem-
plar-Betriebsmitteln

p.: anfordern (A) p.: anfordern (B)

anfordern (B) anfordern (A)
freigeben (B) freigeben (A)
freigeben (A) freigeben (B)

- Gemeinsames Benutzen eines seriell wiederverwendbaren Mehrexem-
plar-Betriebsmittels B in m Exemplaren,
mehrfach benutzbar durch n Prozesse (2 £ m £ n):

pi:  anfordern(B)i

yk-mal, k £ m
anfordern(B)h
freigeben(B)u
;, k-mal
freigeben(B)h
B O O
Bsp. m=2, n=3: G2 m

(e

- Nicht wiederverwendbare BM
- Aushungern
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2.2.2. System-Modell

- Begriffe
Zustand: Zuweisungszustand fur Betriebsmittel (frei — zugewiesen)
Prozef3aktion: Betriebsmittel anfordern — belegen — freigeben.

- Definition 1. Ein System S=[s, p] besteht aus einer Menge von
Systemzustéanden s und einer Menge von Prozessen p. Dabei ist ein
Prozel? eine partielle nichtdeterministische Funktion von s nach s:
p: s ® P(s).

Notation und Sprechweisefir STT s, pl p, T1 p(S):
S®PT: pkanSinT Uberfihren
S® " T: esgibt eine endliche Folge von Prozessen, dieSin T
Uberfihren kann.

. Beispiel 1. s ={S,T,U\V}, p={py, p2}

py:S— T,U graphisch:
Sb T ONENG
Vi U

P2 SH— U
T— SV @ @

mogl. Zustandsfolgen: S® p,U, T®p,V, S® V.

213

- Definition 2.

(1) EinProze3pistim Zustand S blockiert, wenn gilt: p(S) = A&

(2) p1 p heiRt verklemmt im Zustand S, fallsfir aleTmit S® " T
gilt: pistim Zustand T blockiert.

(3) ST s heif’t Verklemmungszustand, wenn es einen ProzeR p gibt,
der in S veklemmt ist.

(4) ST s heift sicherer Zustand, fallskein Tmit S® " T Ver-
klemmungszustand ist.

. Beispiel 2.

P2 P1 o P2
i e D=l
p. blockiert in p; verklemmt in
p. blockiert in p. verklemmt in
Verklemmungszusténde:

sichere Zustande:

nicht sichere Zustande:
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- Beispiel 3.  Prozesse py, p2; Betriebsmittel A, B.

- ProzelRzusténde:

Zust. |py Zust. |p.

0 besitzt keine BM 0 besitzt keine BM

1 fordert A 1 fordert B

2 besitzt A 2 besitzt B

3 besitzt A, fordert B 3 besitzt B, fordert A

4 besitzt A, B 4 besitzt A, B

5 besitzt A nach Freigabe von B 5 besitzt B nach Freigabe von A

- Systemzustande:
Sj: piinZustandi, p; inZustandj (i,j =0...,5)

- Zustandsdiagramm:

\pz 0 1 2 3 4 5
Pa

0
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2.2.3. Verklemmungen bei seriell wiederverwendbaren Betriebs

mitteln

- Seriell wiederverwendbare Betriebsmittel

endliche Menge von identischen Einheiten mit

- Anzahl der Einheiten konstant;

- jede Einheit ist entweder verfligbar oder genau einem Prozef3 zuge-

teilt;

ein Prozef3 kann eine Einheit nur dann wieder freigeben, wenn sieihm
vorher zugeteilt wurde.

- Definition 3. Betriebsmittel-Graph:

G =[P, K] bipartit mit
(1) P=pEr, pCr =£
p: ProzeRpunkte O  r: Betriebsmittelpunkte []

(2) Jedes BT r besteht aus tz Einheiten © B|°J| =3

3 KT (p"r)E( p)

k = (p, B): Anforderungskante

p B

k= (B, p): Zuweisungskante EB"_’O
p

(4) a é_ (B,p)Etg "BIr;
plp

b) I(B,p)l+|(p.B)E£ts "BT r"pl p.

Bezeichnung: G(S): der zum Zustand S gehdrige Betriebsmittel-
Graph (Graph wiederverwendbarer Betriebsmittel).

2.16



- Zustandsadnderungen

Anforderung: Hat p im Zustand S keine noch ausstehenden Forde-
rungen, so kann p jede Zahl von Betriebsmitteln fordern bei Einhal-
tung von (4). System gelangt in Zustand T, der sich von S genau
durch die entsprechenden Anforderungskanten (im Graphen) unter-
scheidet.

Belegung (Zuweisung): Esgilt S®P T durch Zuweisung genau dann,
wenn p ausstehende Forderungen hat und diese alle gleichzeitig erfillt
werden. Dabei muli gelten:

(5 (P.B)+ alB py£ts "B(p.B)I K.
pd p
C—> ogres
:

Betriebsmittel-Graph: G(T) ergibt sich aus G(S) durch Umkehrung
aller Anforderungskanten von p nach B.

Freigabe: S®P T gilt genau dann, wenn p keine ausstehenden For-
derungen, aber mindestens 1 Zuweisung hat, d.h.

["B1 r:|(p,B)=0]U[$BT r:|(B,p)>0].

G(T) ergibt sich aus G(S) durch Loschen der entsprechenden Kanten.
p p p

- Beispid 4. S - T - U — V

Anf. 2 Bel. Freig. 1

® ®

B[] 8% B2 B2
¥
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2.2.4. Entdecken von Verklemmungen

- Grundidee

Ein nicht blockierter Prozef3 belegt evtl. weitere geforderte Betriebs
mittel, gibt dann alle seine Betriebsmittel frei. Die freigegebenen kon-
nen anderen blockierten Prozessen zugeteilt werden usw. Sind am
Ende dieses Vorgehens noch Prozesse blockiert, so war der urspriing-
liche Zustand ein Verklemmungszustand, sonst nicht.

Formale Charakterisierung eines blockierten Prozesses:

p blockiert genau dann, wenn

(6) $BTr:(p.B)T KU|(p,B)+ & (B, pY >t
plp

0 s

2.18



- Reduktion eines Graphen wiederverwendbarer Betriebsmittel

(1) Ein Graph wird durch einen Prozel3 p, der weder blockiert noch
isoliert ist, reduziert, indem alle Kanten von und nach p geldscht
werden. p wird dann zu isoliertem Punkt.

(2) Ein Graph heif3t nicht reduzierbar, wenn er durch keinen Prozef3
reduziert werden kann.

(3) Ein Graph heif}t vollstandig reduzierbar, wenn es eine Folge von
Reduktionen gibt, so dal3 alle Kanten gel dscht werden kdnnen.

(4) Eine Reduktionsfolge heifdt maximal, wenn sie zu einem nicht re-
duzierbaren Graphen fiihrt.

Bemerkung. Die Elemente einer Reduktionsfolge sind paarweise ver-
schiedene Elemente von p.

- Beispi€gl 5.
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- Lemma. Alle maximalen Reduktionsfolgen eines Graphen G wieder-

verwendbarer Betriebsmittel fihren zu demselben Graphen.

Bewels.

a) Fir 2 Reduktionsfolgen ry, 1, sei rp<r, (,rpxnachry*) dieFolge,
die entsteht (Operation!), indem an r, alle Elemente von r, ange-
héngt werden, die nicht in r, enthalten sind.

Beispiel. 123 < 43561 = 43561 < 123 =
124 <41 = 41<124=

b) Seien r, r, zwel Reduktionsfolgen fir G. Dann &l sich G auch
durchry<r, und r, <r; reduzieren.
Denn da durch jeden Reduktionsschritt die Menge der verfligbaren
Betriebsmittel grofder wird, bleibt ein nicht blockierter Prozef3
nicht blockiert, kann also zur weiteren Reduktion verwendet wer-
den.

Mithin: Gibt es fir G mehrere maximale Reduktionsfolgen, so sind
dies Permutationen voneinander.

¢) Sind ry, r, maximale Reduktionsfolgen von G, so sind die dadurch
reduzierten Graphen gleich.
Denn bei der Reduktion durch einen Prozel3 p werden jeweils alle
mit p verbundenen Kanten entfernt, keine hinzugefigt; somit wer-
den (dar; und r, Permutationen voneinander sind) durch die Fol -
gen pp' und p'p die gleichen digiunkten Kantenmengen entfernt.
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- Satz1. Verklemmungstheorem.

Sist Verklemmungszustand genau dann, wenn der Graph G(S) nicht
vollsténdig reduzierbar ist.

Bewels.
a) Se SVerklemmungszustand. Dann gibt es einen Prozel3 p, der in

Sverklemmt ist. Dies bedeutet fir alle T mit S® ™ T: pistim Zu-
stand T blockiert.

Angenommen, G(S) wére vollsténdig reduzierbar. Dann mufite p
in einer Reduktionsfolge enthalten sein, dirfte also in irgendeinem
erreichbaren Zustand nicht blockiert sein — Widerspruch.

b) Sei G(S) nicht vollstéandig reduzierbar. Dann gibt es einen Prozef
p, der in alen mdglichen Reduktionsfolgen blockiert bleibt (wegen
Lemma 1). Da der reduzierte Graph durch eine maximale Reduk-
tionsfolge erreicht wird, bel der ale freigebbaren Betriebsmittel
auch wirklich freigegeben werden, kann kein einziges weiteres
Betriebsmittel freiwerden, p bleibt mithin immer blockiert und
damit verklemmt in S. |

. Beispiel 6.

- Folgerung. lIst S Verklemmungszustand, so gibt es mindestens zwei
Prozesse, diein S verklemmt sind.
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2.2.5. Erganzungen

- Satz 2. Zyklustheorem. Fir eine Verklemmung ist ein Zyklusim
Graphen notwendig, aber nicht hinreichend.

Notwendig 0.B.; nicht hinreichend.

. Satz 3. Ist Skein Verklemmungszustand und gilt S®PT, soist T
genau dann Verklemmungszustand, wenn p eine Anforderungsopera-
tion darstellt und p im Zustand T verklemmt ist.

- Sofortige Zuweisung
Zuteilungsstrategie, bei der in einem Systemzustand alle erfillbaren
Forderungen auch sofort erflllt werden.

» Zweckdienlicher Zustand” : Zustand, in dem alle Prozesse mit aus-
gehenden Kanten blockiert sind.

» Klumpen" : Teilgraph, bei dem jeder Punkt von jedem aus erreichbar
ist, aber kein Punkt auRerhalb des Graphen ist erreichbar.

»Senke': Punkt eines Graphen,
von dem keine Kanten ausgehen.

Esgilt: Ist ein Zustand zweckdienlich, dann ist die Existenz eines
Klumpens hinreichend fur eine Verklemmung.

;eispiel 7. E ) E
.
VL



. Einexemplar-Betriebsmittel te=1"BT r.

Satz 4. Ein Zustand Sist genau dann Verklemmungszustand, wenn
der BM-Graph G(S) einen Zyklus enthalt.

Bewels. Notwendig: Satz 2.

Hinreichend: Sei p ein bel. Prozef’ des Zyklus Z. Dann hat p eine zu
einem Betriebsmittel aus Z gehende Kante. Ferner fiihrt von jedem
Betriebsmittel aus Z genau eine Kante zu einem Proze3 aus Z. Also
gilt fur alle p1 Z:

$B1 Z: |(p,B)|+ S|(B,p)|® 2> 1=tz

damit gilt (6).

Mithin ist jeder Prozef? des Zyklus blockiert, also sind von S aus nur
Zustande T erreichbar, die auch blockiert sind. .

Algorithmus:

Schrittweises L 6schen von Kanten, die zu Senken filhren. Konnen alle
Kanten geldscht werden, so hatte der urspriingliche Graph keine Zy-
klen.

Beispiel 8.

Dyo: o~
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- Anfordern von nur einer einzigen Einheit eines Betriebsmittels

Esgilt: Genau dann ist ein Zustand, in dem alle Prozesse mit ausste-
henden Anforderungen blockiert sind, ein V erklemmungszustand,
wenn der zugehorige Graph einen Klumpen enthélt (0.B.).

Beispiel 9.

B

b)

Algorithmus:
- Alle Senken bestimmen ® Menge S
- lterativ alle Punkte zu S hinzunehmen, die Kanten nach S haben

- Istam Ende S = P, so besitzt G(S) keinen Klumpen, andernfalls
doch.

- Wiederherstellung eines Zustandes ohne Verklemmung

Prozef3abbruch — Betriebsmittel -Entzug

- Verhinderung von Verklemmungen

Hierarchische Betriebsmittel-Vergabe — Maximale Anspriiche

- Nicht wiederverwendbare Betriebsmittel

2.24



