2. Probabilistische Modelle

e Modellannahmen

Zu zufilligen Zeiten 4; (Ankunftszeit) treffen Anforderungen an den
Scheduler in zufilligem Umfang B, (geforderter Bedarf nach dem be-
trachteten Betriebsmittel, Bedienungszeit) ein.

Anwendungsbereich: interaktiver Betrieb, verteilte Systeme

e Mathematisches Instrumentarium

Bedienungstheorie

Queueing (systems) theory

Teopust Maccoro oOCTyKMBaHUS

e Historie
1908
1910
1940 ... 1970
1965 ... 1980

ERLANG Telegraphenamt Kopenhagen
PALM Mehrmaschinen-Bedienung
KANTOROWITSCH, GNEDENKO, KOWALENKO

KLEINROCK, COFFMAN, DENNING
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2.1. Bedienungssysteme — Grundlagen

geschlossenes Modell — n Forderungen

' I
| I
| |
v ; |
. BR | &
FQ — e - — FS
i WR i
1 BE |
A
BA '
Eingangsstrom Bedienproze3  Ausgangsstrom
Ankunftszeit- Wartezeit T,,  Bedienungszeit T),
abstand T, N y

N

Verweilzeit T,

BA Bedienungsanlage

WR Warteraum

BE Bedienungseinrichtung
BK Bedienungskanal

FQ Forderungsquelle

FS Forderungssenke
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e Strukturbeschreibung

— Grofe r des Warteraums

r=0 (reines) Verlustsystem
0<r<ow (gemischtes) Warte-Verlust-System

y =00 (reines) Wartesystem

— Struktur der Bedienungseinrichtung

Einkanalbedienung

Mehrkanalbedienung

Mehrphasenbedienung

— Bedienungsstrategie (Warteschlangendisziplin)

FIFO, LIFO

RANDOM

Prioritdten (absolut/relativ, statisch/dynamisch)
z. B. SPT, LIN, HRN, ...

— Offenes/geschlossenes Modell
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e Lastbeschreibung

— Ankunfisprozef
X X—% XRE—RK XX

N, zufillige Anzahl der pro Zeiteinheit eintreffenden Forderungen

T, zufalliger Abstand zwischen dem Eintreffen zweier Forderungen

oft: POISSONscher Ankunftsproze3 mit dem Parameter A > 0:
P(N,=1i) = A et ieN POISSON-Verteilung

.

1.

l-e™ >0 , .
P(T <t) = Exponential-Verteilung
0 t<0
Es gilt:
A=E(N,)= Eingangsstromintensitat,
E(T,) Ankunftsrate
— Bedienprozef

T}, zufallige Dauer der Bedienung einer Forderung

oft: exponentiell verteilte Bedienzeit, Bedienrate u
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— Weitere wichtige Verteilungen

ERLANG-Verteilung n-ter Ordnung, n € N’

antn—l

(n—1)!

e (t20); a>0

1=

Hypoexponentialverteilung  (zwei serielle Phasen)

a.a _ _
f(t)z—l 2 (e “al _e azt) a) #+ 0
1~ &

Hyperexponentialverteilung (n alternative Phasen)

f(t):zpz .aie_ait Pi € [09 1]9 sz =1
i=1
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e Zusammengefaf3te Beschreibung
— KENDALLsche Notation

A/B/klr

i b Warteraumkapazitit, » € N U {oo}
Anzahl der Bedienungskanile, &£ e N

Bedienprozef

+

Ankunftsprozel3

Wichtige Werte fiir A, B:

M POISSON-Prozef3

E, ERLANG-Verteilung n-ter Ordnung
H, Hyperexponential-Verteilung

D Deterministische Verteilung

G Allgemeiner Fall

— Bedienungsstrategie!

— Geschlossenes Modell

n: Anzahl der Forderungen im System (statt r)
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e Bewertungsgrofen fiir offene Bedienungssysteme GI/G/k/r

— Ausgangspunkt
ZufallsgroBBen T,, T,

— Unmittelbar abgeleitete Grofien

E(T,) mittlerer Ankunftszeitabstand
E(Ty) mittlere Bedienzeit
1
A=—r Ankunftsrate
E(T,)
1 :
U= Bedienrate
E(T,)
_ A _E(T,)

= Verkehrswert (Angebot, Belastung)
u  E(T,)

Forderung: p<k fiir nicht-kritischen Zustand
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— Bewertungsgrofen i.e.S.

N, Warteschlangenlidnge
N, Anzahl der aktuell bedienten Forderungen
N,=N, + N, Anzahl der im System befindlichen Forderungen

T, Wartezeit
I,=T,+T, Verweilzeit

Fiir GI/G/k/oo-Systeme gilt: E(T,) = E(N,) E(T,) (LITTLE)

Ferner:
Po Stillstands-, Leerwahrscheinlichkeit
§ 2% Verlustwahrscheinlichkeit
n Auslastung der Bedieneinrichtung

Grundlage: Zustandswahrscheinlichkeiten

pi=P(N,=1i), ieN

— Allgemeines Vorgehen

Ermitteln des Zustandsgraphen

Aufstellen der Zustandsgleichungen

Losen des Gleichungssystems

Berechnen der Zustandswahrscheinlichkeiten

Berechnen der Bewertungsgrof3en
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2.3. Ausgewahlte Standardsysteme

e M/M/1/0-System

— Systembeschreibung
Eingangsstrom: POISSON-ProzeB, Intensitédt A
Bedienungszeit: exponentiell verteilt, Parameter

Bedienungsstrategie: FIFO, LIFO, gleichverteilt

Verkehrswert p = A <1
7

— Zustandswahrscheinlichkeiten

pl:pl(l_p) l:()a]-)

— Systemverhalten
Verweilzeitfaktor | F :M :L
E(T,) lI-p
10%
tE o 04 5 044
F > 1,79
ol 09 —> 094
Fl 10 — 167
1 _ 09 -
5 P
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— Herleitung der Zustandswahrscheinlichkeiten und Bewertungsgrofien

Zustandsgraph

Zustandsgleichungen: ,,FluB-Gleichgewicht*

Apo = up:

Losen des Gleichungssystems

Berechnen der Zustandswahrscheinlichkeiten

j ) A
m=pﬂbleN,p=;
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Berechnen von Bewertungsgrof3en

E(N,) =

E(N,) =

E(T)) =

77:
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o M/G/1/00-System

M/M/1/c0 M/G/1/o0
E(T,) = P Z-E(sz)
u(l=p) 2(1-p)
- _ ! A-E(T;))
E(T,) = E(T,)+E(T}) = A BUL) BT,
(T,) = E(T.)+ E(T)) =2 et (T,)
2 2 2
E(N,) = ME(T,) = P A -ET)
(M) (T) - =)
E(N,) = E(V,) + E(V,) = —2— A -E(Ty) 0
I=p 2(1-p)
T 3 (/9 W C21 €/
1 (1-p) 31-p) 1-p
2 % E(TWZFIFO) . L LIFO
E(T,) = ¢ d=p) ’ 1-p
2 2p2 E(vaFlpo) : L Random
u(d=-p)yd-%) ’ 1-2

Wartezeit-Verteilung fiir M/M/1/00-FIFO:

FE, ()=P(T,<0)=1-pe “P (20)
TW
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o M/M/k/co-System

) SN o -1
Po {Z;‘ 1 =Dk =p)

k+1

_ P _ P

E(N,) = : E(Ny) = ==

(V) G-Ik p)? Po (Np)=p ="
o M/G/k/0-System ERLANG 1908, CEBACTBSIHOB 1957

koo ]

w24
i=0 L-

P P

P = py bzw. p=—p, i=1l..k
l

i!

k

Py =D, =%-po E(N,) = E(N,) = p(1-py)

e Geschlossenes M/M/1/n-System

|

WR
BE
T, Quellverweilzeit T, Bedienungszeit
Fiir k=1 gilt:
-1
= . mit =—
Po L%:(n—i)! p} PTET,
n! i 1
;= - , i=1,..,n
Pi (l’l—l)' P Po
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2.4. Ausgewahlte Scheduling-Strategien

e Bewertungsmalf} und Strategien

Abhéangigkeit der mittleren Wartezeit E(7,,) vom Bedienzeitwunsch b
der Forderungen fiir die Strategien (ohne Entzug)

— FIFO — LIFO — Random
— SJN (SPT) ,,Shortest Job Next*

— HRN ,,Highest Response Ratio Next*
aktuelle Verweilzeit ¢ —1;

Prioritit = , , =
Bedienzeitwunsch b,
\ Prioritit
b2 =3
bl =6
| I =
h 15 t

— FEP , Fixed External Priorities*

Auftrage werden in Priorititsklassen eingeordnet; innerhalb einer Klasse

FIFO, Bedienrate klassenunabhingig
BA —>@

P1, A

' Prioritit

\/

o Basis

M/G/1/00-Modell mit dynamischen Prioritiaten
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e Ergebnisse

— SJN
A-E(T) o
E(T,sn) = b y(b)=A-|t £ (t)dt
(Tusm)= 5= e 1(0) { 11,0
— HRN
( 2 2
i'E(sz)-i-é° L fiir SLT”)
2 2 1-p E(T,)
E(TW,HRN)(b) = 4
2 2:\! 2
i E(Tb) 1_p+/1 E(Tb) f >E(Tb)
2 1-p E(T,)
— FEP
, o/l u : :
E(T,,rep)(@) = mit op=0, g;=0.1 T pi, i=1,..,n
(I-0,)(1-0;,)
1 R | E(Tw)
T it
Wi
— // FEP
I-p)w; == == = = =
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e Bewertung

— FIFO: einfach. Gleichbehandlung aller Auftrage.

— SIN: Bevorzugung kiirzerer Auftrige.

{v wird bei R= @ minimal, falls alle b bekannt.
— HRN: groBere Gerechtigkeit.

— FEP: statisch. Priorititszuordnung?

Bei allen Strategien wird E(T,) durch
(1-p)-E(T,,r;ro)  nach unten und durch
(1-p) " -E(T, wFIFo) hach oben begrenzt.

— RR: Gerechtigkeit.

e Operationale Analyse
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