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Grenzwerte der Zuverl~ssigkeit von Parallel-Serien-Systemen 

Andreas Pfitzman~, Hermann H~rtig 

Institut f~r Informatik IV, Universit~t Karlsruhe 
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Zusammenfassung 

Es werden notwendige Bedingungen daf~r hergeleitet, daß sich Systeme 
durch mehrfache Auslegung von Komponenten des nichtredund~nten Systems 
unter Beibehaltung seiner Verbindungsstruktur (Parallel-Redundanz) 
beliebig zuverl~ssig bauen lassen. Unter der Annahme perfekter 
Fehlererkennung (-und gegebenenfalls Umschaltung) werden auch 
hinreichende Bedingungen angegeben. 
Die zuverl~ssigkeitsmodellierung von Systemen mit Parallel-Redundanz 
erfolgt durch Parallel-Serien-Syiteme, um die gegenseitige 
zuverl!ssigkeitsreduktion von Komponenten durch ihre 
parallel-redundante Auslegung zu beschreiben. Das 
Zuverl~ssigkeitsverhalten von Parallel-Serien-Systemen bei zunehmender 
Grßße wird mit Hilfsmitteln aus der Analysis untersucht. Aus diesen 
Untersuchungen folgen notwendige bzw. hinreichende Bedingungen zur 
Erzielung beliebiger Systemzuverl~ssigkeit durch Parallel-Redundanz. 
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1 Problemstellung 

Viel fach besteht ein_ Problem bei der Einf!ihrung redundanter -

Systemkonfigurationen darin, daß zusätzliche Koppeleinrichtungen 

., .:;_ ., nptwend ig werden, die ihrerseits die Zuver l~ssig ke i tsgewinne 
vermindern oder gar eine Zuverl~ssigkeitsreduktion herbeifßhreri. ·_.:: )''. ... 

· Für eine spezielle Klasse von Redundanz (Parallel-Redundanz) ·, die im 

einf~hrenden Beispiel (Abschnitt 2) anschaulich eingef~hrt und in 

Abschnitt 3 definiert ist, wird die Zuverl~ssigkeit von Systemen in 

Abhängigkeit vom Redundanzgrad beschrieben. 

Danach wird untersucht, unter welchen Bedingungen sich Systeme durch 

Parallel-Redundanz beliebig zuverlässig bauen lassen. 

Dabei darf die Zuverlässigkeitsreduktion von (System-) 

durch die parallel-redundante Auslegung von anderen 

Komponenten 

(System-) 

Komponenten nicht vernachlässigt werden, wie dies etwa in [Gaed_77] in 

Bezug auf die Verbindungsleitungen beliebig vieler Dioden getan wird. 

Die Überlebenswahrscheinlichkeit jeder Komponente und damit auch jedes 

endlichen Systems strebt f~r t -> oo gegen 0. Also ist es f~r eine 

Untersuchung, unter welchen Bedingungen sich Systeme durch 

Parallel-Redundanz beliebig zuverllssig bauen lassen, zweckmäßig, 

zeitunabhängige Zuverlässigkeitskenngr8ßen zu verwenden. Anders als in 
der DIN Norm 40041 stehe Zuverl&ssigkeit im folgenden f~r eine 

beliebige zeitunabhängige Zuverll3ssigkeitskenngröße, (Z. B. die 

Öberlebenswahrscheinlichkeit bis zu einem festen Zeitpunkt oder aber 

bei Reparatur die zeitunabhängige Verfligbarkeit. 

Statistische Unabhängigkeit - von Ausf~llen (und 

Reparaturen) sowie perfekte Fehlererkennung 

Umschaltung) werden vorausgesetzt. 

gegebenenfalls der 

(und gegebenenfalls 

2 Ein einfaches Rechensystem als einf~hrendes Beispiel 

\...../ 2.1 Zuverl~ssigkeitsmodellierung 

Gegeben sei ein nichtredundantes Rechensystem, das aus einem Rechner, 

einem Buskoppler sowie einem (externen) Bus (etwa als Schnittstelle . 

fth Terminals, Drucker · etc.) besteht (Bild 1). 
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Rechner 

Buskoppler 

Bild 1: Nichtredundantes Rechensystem 
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Der Buskoppler kann durch seinen Ausfall Rechner und/oder Bus stßren . 

Um die Zuverllssigkeitsmodellierung zu erleichtern, wird im folgenden 

angenommen, daß der Buskoppler gedanklich aus 2 Teilen besteht, der 

Rechner-Schnittstelle (RS) und der Bus-Schnittstelle (BS) (Bild 2). 

Bei Ausfall 

Ausfall der 

der Rechner-Schnittstelle werde allein der Rechner, bei 

Bus-Schnittstelle allein der Bus gestßrt. Die 

Rechner-Schnittstelle 

Treibern und Stecker 

bestehe unter anderem aus Steuerschaltungen, 

zum rechnerinternen Bus, die Bus - Schnittstelle 
unter anderem aus Steuerschaltungen, Treibern und Stecker zum 

(externen) Bus. Damit ergibt sich für das nichtredundante Rechensystem 

als zuverl~ssigkeitsschaltbild [Gaed_77, Hßfl_78] Bild 3. 

B 
u 
s 

Rechner 

RS 

85 1-------' 

Bild 2: Nichtredundantes Rechensystem mit Schnittstellen 

1 - Bus - BS - RS - Rechner -

Bild 3: zuverlässigkeitsschaltbild des nichtredundanten Rechensystems 
mit Schnittstellen 

Um die Zuverlässigkeit zu erhöhen, werde Parallel-Redundanz bei der 

vermutlich unzuverl~ssigsten Komponente, dem Rechner, eingeführt (Bild 
4). Dies erh~ht die zahl der Busanschlüsse, was die Zuverlässigkeit 
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des Busses reduziert. Die , Zuverlässigkeit des Busses bei mehreren · · · 
· ·ausanschllissen · l&ßt · sich durch ein Serien-:Syst_ßm aus Bus und :"'{5··-. 
· Bus-Sc}~ni ttstel len model 1 ieren. Das . Zuverl~ssig kei tsschal tbild ,des .'., ;'.·:c~t(\1

• 

rechner-redundanten Rechensystems (Bild 5) · zeigt, daß sich ·aadurch - "; ,. 
' 

auch flir große Rechner-Anzahlen keine h8here Zu~erl~ssigkeit erzielen 
l&ßt, als sie das Serien-System aus Bus und Bus-Schnittst~llen 
besitzt. 

Rechner 1 Rechner 2 Recmer n ... 
RS 1 RS 2 RS n 

BS 1 
B 
u . BS 2 
s . . . . . 

BS n 
J 

Bild 4: Rechner-redundantes Rechensystem 

85 1 BS 2 ··· 85 n 

Bild 5: Zuverl~ssigkeitsschaltbild 
Rechensystems 

R5 Rechner 1 

RS 2 Rechner2 

RS n Rechner n 

des rechner- red und an ten 

Also wird man Parallel-Redundanz auch beim Bus einfßhren (Bild 6). 
Dies erh5ht nun umgekehrt die Zahl der Rechneranschl~sse, was die 
Zuverl&ssigkeit jedes Rechners reduziert. Entsprechend llßt sich die 
Zuverl~ssigkeit der Rechner bei mehreren Rechneranschl~ssen durch 
Serien-Systeme aus Rechner und Rechner-Schnittstellen modellieren. So 
erhllt man als zuverl~ssigkeitsschaltbild des rechner~ und 
bus-redundanten Rechensystems Bild 7. 

. .._ 
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Rechner 1 Rechner 2 Rechnern ' 
RS IRS I IRS 1.1 1,2 ••• 1.m RS IRS J IRS 

2.1 2.2 •• • 2,m 

... 
RS IRS I 'ff.§ -n,1 n,2 ••• nt.Jflll 

J ... .. ., . .. 
BS 1.1 

B 
u BS 2,1 
s . . . : . 
1 BS n,1 

BS 1.2 
B 

BS 2.2 u 
s . . 

: . . 
2 BS n.2 . . . 

BS 1,m 
B 
u BS 2.m 
s . . . . . . 
m BS n,m 

Bild 6: Rechner- und bus-redundantes Rechensystem 

Rechner 
RS 1.2 ··• RS 1.m 1 

'-"" ---' 

echner 
2 

echner 
n 

Bild 7: zuverlässigkeitsSchaltbild des rechner- und bus-redundanten 
Rechensystems 

Die durch Bild 7 ausgedr~ckte Abh~ngigkeit der Zuv@rlässigkeit des 
rechner- und bus-redundanten Rechensystems von der zuv@rl&ssigkeit von 
Rechner, Rechner-Schnittstelle, Bus-Schnittstelle und ~us lautet unter 
Verwendung der Formel f~r Parallel-Serien-Systeme in [G8rk_69] 

R = (1 - (1 - R * Rn )m) System Bus BS 
( R * Rm ) n) 

(l - 1 - Rechner RS 

2.2 Numerische Zuverl~ssigkeitsauswertung 

Setzt man RRechner=~.7, RRs=Rss=0.9 und Rsus=0.8, so ~~hält man durch 
Einsetzen in die hergeleitete Fa rmel als zuv ~~l ässig ke i t des 

Rechensystems in · Abhängigkeit von der Rechner- und Basa nzahl die Wert e 
in <ler folgenden Tabelle: 
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rn l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
n 

1 .45360 .52255 .• 49910 .45645 • 41263 .37183 . • 33476 • 30132 • 27119 • 24407 : -----
2 .55929 .71184 • 72704 .69675 .65229 .60447 • 55715 • 511 74 .46880 • 42856 -----
3 .55366 .75920 • 81866 • 8164 9 ----- .78805 • 74 83 9 . 70412 • 6583 5 • 61266 • 56796 

# 

4 • 5150 4 • 74 704 .84141 :..!L6]Jl .86021 .83476 .79982 .75974 .71699 .67308 
5 . 46912 . 71065 . 82 910 • 87 98 6 .89247 .88286 • 85 986 .82851 .79187 • 75191 -----
6 .42406 .66514 .79887 .86854 .89902 . 90 4 7 9 .89442 .87315 .84432 • 81021 -----
7 .38227 .61710 • 75954 • 84 318 .88855 . 90 82 5 .91016 .89935 . 87 918 .85205 -----
8 .34425 .56945 . 71581 • 80 92 7 .86653 .89831 j.91159! .91102 .89980 .88027 

9 .30990 . 52 353 .67031 . 77019 .83658 • 87 84 7 • 90189 . 91095 . 90 85 7 .89689 -----
10 .27893 .47997 .62461 . 72 812 . 80120 .85126 .88342 . 90124 . 90726 . 90 3 40 ,_, ____ 
11 .25104 .43903 • 5 7 96 7 .68457 • 76218 .81858 . 85 80 3 .88355 .89733 . 90 0 97 -----
Tab. 1: zuverlassigkeit des Rechensystems in Abhängigkeit von der 

Zahl der Rechner ( n) und der Zahl der Busse (m) 

. Durch das Entstehen von l~ngeren Serien-Systemen durch 

Bus-Schnittstellen bzw. Rechner-Schnittstellen nehmen die Werte in den 

Spalten bzw. Zeilen nach anf~nglicher Zunahme wieder ab. Dies war zu 

erwarten. 

Bemerkenswert ist, daß auch die anf~ng 1 iche Zunahme von links oben 

nach rechts unten sich ab n=8, m=7 nicht fortsetzt. Eine 

Systernzuverllssigkeit größer als die f~r n=8, m=7 l~ßt sich also hier 

nicht erreichen. 

Eine mathematisch 

wird in Abschnitt 

L~ngenwachstum in 
Systemzuverl~ssigkeit 

pr~zise Begr&ndung erfordert etwas Vorarbeit und 
6 gegeben. Hier sei nur festgehalten, daß das 

den Serien-Zweigen f~r große n, m die 

stlllr ker red uzi er t, als sie durch das 
mehr Funktions-Wegen (HÖfl_78, KoUs 7~ verbessert Vorhandensein 

wird. 

von 

3 Definition des Begriffs Parallel-Redundanz 

In diesem Abschnitt wird eine Definition der Parallel-Redundanz 
gegeben, nachdem dieser Begriff in Abschnitt 2.1 anschaulich 

~ingef~hrt wurde. 

Unter Pa·rallel-Redundanz [G8rk_69] wird Redundanz verstanden, bei der 

Komponenten des nichtredundanten Systems unter Beibehaltung der 

Verbindungsstruktur des nichtredundanten Systems und ihrer Belastung 

mehrfach ausgelegt sind. Ein System behalte seine Verbindungsstruktur 

,, 
t ~ 

';'1l 

A 
J ·~;.1 

:r~· 
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· 1 . _:i ... . -~ 
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bei mehrfacher Auslegung einer Komponente K genau dann bei, wenn jede 

Auslegung der Komponente mit genau den Komponenten verbunden ist, mit 

denen K verbunden war. Dies impliziert, daß alle Komponenten mit denen 
; ... ' 

K verbunden war, ~ehr Anschl&sse erhalten~ Außerdem erhalten alle 

Kompon~nten, mit denen K verbunden war, z.B. eine Wertungsschalturig 

[KoUs_79], falls funktionsbeteiligte Redundanz, bzw. z. B. ein 

Schaltglied [G8rk_69], falls nicht-funktionsbeteiligte Redundanz 

realisiert wird. 

Rechner- und Bus-Schnittstellen in Abschnitt 2.1 sind im Sinne dieser 

Definition keine Komponenten, sondern Anschl~sse der Komponenten 

Rechner und Bus. 

4 zuverl~ssigkeitsmodellierung durch Parallel-Serien-Systeme 

Unter einem Subsystem wird entweder eine nicht mehrfach ausgelegte 

Komponente mit ihren Anschlüssen oder, falls die Komponente mehrfach 

ausgelegt ist, werden darunter alle ihre Auslegungen mit ihren 

AnschlThssen verstanden. 

Durch Verallgemeinerung des einf~hrenden Beispiels sieht man, daß alle 

Subsysteme in parallel- red und an ten Rechensystemen . als 

Parallel-Serien-Systeme modelliert werden kßnnen. Dabei wird die 

Zuverlässigkeitsreduktion 

in anderen Subsystemen 

einf~hrenden Beispiel. 

Die folgende Formel 

von Subsystemen durch die Parallel-Redundanz 

jedoch nicht so gleichm~ßig sein wie im 

gibt allgemein die Zuverlässigkeit eines 

Subsystems Sl an, das aus einer m-fach ausgelegten Komponente besteht. 

Jede Auslegung der Komponente hat n AnschlThsse. 

R81 = 1 - ( 1 -
n 

Tl R. )m 
i=l l 

mit 0 < R. < l 
l -

Da die Komponente m-fach ausgelegt ist, gibt es in Sl m 

Funktions-Wege. Die Zuverl~ssigkeitsreduktion durch deri Anschluß i 

wird durch den Faktor Ri ausgedr~ckt. Die n Anschl&sse an jeder 

Auslegung der Komponente von Sl kßnnen g em~ß der Definition von 

Parallel-Redundanz z. B. dadurch erforderlich sein, daß ein mit Sl 

verbundenes Subsystem S2 aus einer n-fach ausgelegten Komponente 

besteht. Dies bedeutet, daß der Faktor Ri die 

Zuverllssigkeitsreduktion von Sl durch die Erweiterung von S2 von i-1 

auf i Funktions-Wege ausdr~ckt. 

Um die mathematische Behandlung zu vereinfachen, wird die obige Formel 

folgendermaßen umgeformt: 

W~hl e R e IR, 0 < R .< 1. 
n 

Setze f(n) = logR Tl"" Ri 
i=l 
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(~der rekursiv geschrieben: f(l) = lbgR R1 , 

f(n+l) = f(n) + logR Rn~l) 

Dann gilt R = 1 - ( 1 - R f ( n) ) m 
Subsystem 

S Grenzwerte der Sy~temzuverl~ssiqkeit 

Da die prinzipiellen zusammenhgnge an Systemen bestehend aus 2 
Subsystemen am deutlichsten werden, werden im folgenden nur solche 
behandelt. Eine Erweiterung auf Systeme mit mehr Subsystemen ist mit 
entsprechendem Aufwand m8glich. 

Es sei ein System bestehend aus 2 Subsystemen gegeben und seine 
zuverl~ssigkeit sei modelliert durch 

Rsystem(n,m) = ( 1 - ( 1 - Rf (n) )m ) ( 1 - ( 1 - Rg(rn) )n ) " mit 

R e IR, 0 < R < 1, f ( n) > 0 für al 1 e n € IN, g ( m) > 0 für al 1 e m € IN. 

I~ folgenden werde untersucht, bei welchem Wachstum von f(n) und g(rn) 
sich bei geschickter Wahl großer n, rn beliebige Systemzuverl~ssigkeit 
erreichen l~ßt. 

Das System l~ßt sich genau dann beliebig zuverl~ssig bauen, wenn es 
eine Folge Fl von Paaren (n,m) gibt, so daß Rsystem(n,rn) gegen l 
strebt. Im folgenden wird gezeigt, daß man sich auf die Betrachtung 
von Folgen F2 (n,m) beschr&nken kann, bei denen m (oder n) streng 
monoton wl!ichst. 

1) Wenn es eine Folge F2 gibt, gibt es auch eine Folge Fl, n~mlich F2 
selbst. 

2) Wenn es eine Folge Fl gibt, ml'.issen sowohl n a-ls auch m gegen oo 
streben. 
Konstruiere aus Fl eine Folge F2 folgendermaßen: 

Übernimm das erste Element von Fl als erstes Element in F2. 

Öbernimm die Elemente von Fl der Reihe nach als n~chstes Element 
in F2, wenn es in F2 noch kein Element gibt, dessen 2. Komponente 

grßßer gleich der 2. Komponente des gerade betrachteten Elements 

von Fl ist. 

Die konstruierte Folge F2 beschreibt einen Zusammenhang zwischen m und 
n, der durch eine nicht an allen Argumenten definierte (partielle) 
Funktion h(m) von min IN beschrieben wird, wenn man n=h(m) setz~. 

h(m) ist an unendlich vielen Argumenten definiert. 

l 
1 

J 
l 
! 
j 
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Um zu entscheiden, ob sich beliebige Systemzuverlässigkeit erreichen 

l~ßt, wird h zun~chst so gewählt, daß der linke Faktor sich · (gerade ~\· . 
noch) gegen i· treiben l~ßt und dann g~prl.Ht, ob d .ies dann auch f~ ~-. ~t1\/ 
rechten Faktor gilt. 

W~hle (m8glichst schnell wachsende) partielle Funktion h(m) von IN in · 
fN, die an unendlich vielen Argumenten definiert ist, so daß 
(trotzdem) 

lim f(h(m)) - lr(m) = -oo 
m~oo 

Dabei werde die Grenzwertbildung nur Dber die m erstreckt, f~r die 
h(m) definiert ist, 

lr(m) sei eine abkßrzende Schreibweise flh log 1 n. 

R 

Fall 1 lim g(m) - lr(h(m)) = -oo für g ee ig net g ew~hl te s h und 
m~oo 

Grenzwertbildung nur ~ber die m, f~r die h(m) definiert ist, 

d. h. f und g wachsen gemeinsam genngend langsam. 

Es läßt sich jede ZuverlSssigk~itsa~forderung RAnf < 1 erf&llen wie 

folgt: 

Gemäß Anhang A.l existieren f~r jedes RAnf < 1 Schranken Ml, M2 e IN, 

so daß 

1 - 1 - Rf(h(m)) )m "?_VRAni f!'.ir allem L Ml, wenn h(m) definiert ist, 

1 - 1, - Rg(m))h(m) '2_VRAnf1 fllr allem.?. M2, wenn h(m) definiert ist. 

Also gibt es ein M, das beide Bedingungen erfüllt, so daß gilt 

RsystemCh(M) , M) .?. RAnf 

Fall 2 lim g(m) - lr(h(m)) '/' -oo f11r jede Wahl von h und 
m~oo 

Grenzwertbildung nur ßber die m, f~r die h(m) definiert ist, 

d . h. f und g wachsen gemeinsam zu schnell. 

Es läßt sich nicht jede Zuverl~ssigkeitsanforderung RAnf < 1 erfüllen , 
da sich gem~ß Anhang A.l nicht beide Faktoren gleichzeitig beliebig 

nahe an 1 herantreiben lassen. 

6 Schlußbemerkungen 

Parallel-Redundanz in Systemen kann durch Parallel-Serien-Systeme 
modelliert werden. Durch Parallel-Redundanz lassen sich Systeme selbst 
unter der Annahme perfekter Fehlererkennung (und gegeben~nfalls 
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Umschaltung) nur dann beliebig zuverl~ssig ,bauen, wenn die 

, - . Zuverl !Assig ke i t von · Subsystemen durch das . Ein frihren : von 

Parallel-Redundanz in anderen Subsystemen · nur · ,.langsam" reduziert / .• 

wird. Ein& Quantifizierung von "langsam" ist in Abschnitt 5 gegeben. 

Da die Zuverl~ssigkeit der Busse durch das Einf~hren von 

Parallel-Redundanz bei den Rechnern und die Zuverl~ssigkeit der 

Rechner durch das Einführen von Parallel-Redundanz bei den Bussen im 

einführenden Beispiel 

einfache 

zuverl~ssig 

Maximalwert 

erkl~ren . 

Rechensystem 

zu "schnell" reduziert wird, läßt sich das 

durch Parallel-Redundanz nicht beliebig 

bauen. 
der 

Trotzdem 

Hiermit ist der in Abschnitt 2.2 beobachtete 

Zuverl~ssigkeit des einfachen Rechensystems zu 

l~ßt sich eine erhebliche Zuverl~ssigkeitserhßhung 

erzielen (siehe auch Anhang A.2). 

Sind Zuverl~ssigkeitsanforderungen durch das Einf~hren von 

Parallel-Redundanz nicht zu erf~llen, m~ssen andere Methoden · 

angewendet werden. Hier sei auf [Do01_77, Do02_77, KoUs_79, Neum_SG, 

Orty_77., WiCo_63] hingewiesen. 

Fßr ihre Unterstützung bei der Erstellung des Manuskripts danken wir 

Klaus Echtle, Prof. Winfried G8rke, Birgit Meyer, Dr. R~diger Reischuk 

und Prof. Detlef Schmid. 
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Anhang ·~ber Parallel-Serien-Systeme 

A.l Gre~z~er~betracht~ngen 

Be ha upt ung 

Ft'.ir R, u, o, c e IR, 0 < R < 1 und jede Funktion f aus IN in IR 

mit f(n) ~ 0 f~r allen e ~ gilt 

( lr(n) sei eine abkl'.irzende Schreibweise f!jr log 1 n) 

> 

< 

0 

1 

R 

f t'.ir alle n e IN 

f 5 r a 11 e n e IN 

1 - ( 1 - R f ( n) ) n 
u 

< 1 - (.!)R + eps fir alle eps > 0 und f~r 
e 

allen, n ~ n(eps), wenn 

ft'.ir alle epsilon> 0 f~r 

a 11 e n , n ~ n ( e ps i 1 o n) , g il t 

f(n) - lr(n) > u - epsilon 

0 

> l - (.!)R - eps f~r alle eps > 0 und f&r 
e 

lim 1 - ( 1 - Rf(n))n 
n?" oo 

Vo ra usse tzung en 

(Vl) Rlr(n) = R 

log 1 n 

R 

= 0 

= 1 - ( .! ) R 
e 

= 1 

1 
log 1 n 

1 R 
(-) 

R 

C 

= 

alle n, n 2_ n(eps), wenn 

f~r alle epsilon> 0 fnr 

a 11 e n , n ~ n ( e ps i l o n) , g il t 

f(n) - lr(n) i o + epsilon 

wenn 

wenn 

wenn 

1 
n 

lim f ( n) 
n~oo 

lim f ( n) 
n~O() 

lim f ( n) 
n~oo 

- 1 r ( n) = 00 

- 1 r ( n) = C 

- 1 r ( n) = -oo 

(V2) F~r alpha G IB, alpha, 0, gilt gem~ß [MaKn_74] 

lim ( 1 + alpha )n = ealpha 
n n~oo 
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Beweis 

1) Da 0 < R < 1 und f ( n) > 0 f 5r alle . n € IN, gilt -
0 < Rf ( n) 

i 1 also 

l z. 1 - Rf ( n) > 0 also 

1 > 1 Rf(n))n > 0 also 

0 < 1 - ( 1 - Rf(n) )n < 1 

2) Sei u e &R. Flir alle epsilon > 0 gelte flir alle n, 

n > n(epsilon), f(n) - lr(n) ?. u - epsilon. Dann gilt 

< 

also unter Verwendung von (Vl) 

< 

Wie bei 1) folgt 

Rlr(n) + u - epsilon 

Ru - epsilon 

n 

u - epsilon 
1 - ( 1 - Rf(n))n < 1 - ( l - R )n 

n 

Also gilt unter Verwendung von (V2) 

alpha Ru - epsilon) ( se t .ze = -
f lt ur alle epsi > 0 und f" ur alle n' n > n ( e ps i , e ps i 1 o n) 

Ru - epsilon u - epsilon 
l - ( l - )n < l - ( _!) R + epsi n e 

Also gilt flir alle n, n > n(epsi ,epsilon), n > n(epsilon), 

u - epsilon 
1 - ( 1 - Rf(n) )n ~ 1 - (~)R + epsi 

Da epsilon> 0 und epsi > 0 beliebig w~hlbar, 

w~hle zu gegebenem eps > 0 zuerst epsilon so, daß 

u - epsilon u 
(_!)R > (_!)R ~ danach epsi = ~ 
e e 2 ' 2 

Dann gilt für allen, n z. n(eps) mit 

n(eps) = max { n(epsilon), n(epsi ,epsilon) } 

' ;·:,. 

. r~ .·. ~ ·~ ': 

. ' ·-· 
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3) Sei o e IR. F~r alle epsilon> 0 gelte f~r allen, 

.... n .2. n(epsilon),. f(n) - lr(n) < o +epsilon.Dann gilt 

> ~lr(n) + o + epsilon 

also unter Verwendung von (Vl) 

> . 
Ro + epsilon 

n 

Wie bei l) folgt 

o + epsilon 
l - ( 1 - Rf(n) )n > 1 - ( 1 - _R~~~~~- )n 

n 

Also gilt unter Verwendung von (V2) 

o + epsilon) (setze alpha= - R 

f~r alle epsi > 0 und f~r allen, n > n(epsi,epsilon) 

Ro + epsilon 1 Ro + epsilon 
1 - ( l - ) n > l - (-) - eps i n e 

Also gilt flir alle n, n ~ n(epsi ,epsilon), n > n(epsilon), 

o + epsilon 
l - ( 1 - Rf(n) )n ~ 1 - (~)R - epsi 

Da epsilon> 0 und epsi > 0 beliebig w~hlbar~ 

w~hle zu gegebenem eps > 0 zuerst epsilon so, daß 

o + epsilon o 
( el ) R . ( ( el ) R e OS d h . e ns + ~, anac, eps1 = ~ 

Dann gilt f~r allen, n > n(eps) mit 

n(eps) = max { n(epsilon), n(epsi ,epsilon) } 

4) Sei lim f(n) - lr(n) = oo. Unter Verwendung von 2), 
n~oo 

und da u beliebig groß gew~hlt werden kann, folgt 

1 - ( l - Rf(n) )n ~ eps 

fThr alle eps > 0 und f~r alle n, n > n(eps). 

Unter Verwendung von 1) folgt 

1 im 1 - ( 1 - R f ( n) ) n = 0 
n~oo 
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5) Sei c e IR, lim f(n) - lr(n) = c. 
n~oo 

Unter Verwendung von 2) und 3) mit u = o = c folgt 

lim l - ( l - . Rf(n))n 
n:>-oo 

6) Sei lim f(n) - lr{n) = -oo. Unter Verwendung von 3), 
n~oo 

und da o beliebig klein gew~hlt werden kann, folgt 

1 - ( l - Rf(n) )n ~ 1 - eps 

fl'.ir alle eps > .0 und ft'.ir allen, n ~ n(eps). 

Unter Verwendung von 1) folgt 

lim 1 - ( 1 - Rf(n))n = l 
n~oo 

A.2 Numerische Beispiele 

Die folgenden 

Verhaltens von l 
~Kurven~diskussion 

Beispiele sollen einen Eindruck des numerischen 
- ( l - Rf(n))n vermitteln, da eine konventionelle 

an der geschlossen nicht m8glichen 
Nullstellenbestimmung der ersten wAbleitung" 
( l - Rf(n))n ( n Rf(n) lnR f 1 (n) / ( l - Rf(n)) - ln( 1 - Rf(n)) ) 

scheitert. 
Das numerische Verhaiten von l -. ( l - Rf(n))n ist sowohl far Fall 1 
in Abschnitt 5 zur Absch~tzung der f~r gegebene 
Zuverl~ssigkeitsanforderungen nßtigen Redundanz, als auch f~r Fall 2 
in Abschnitt 5 zur Absch~tzung der maximal erreichbaren 
Systemzuverl~ssigkeit und der f~r erreichbare Systemzuverl~ssigkeiten 

'---./ nßtigen Redundanz interessant. 
Die folgende .Tabelle gibt bei R=0.9 f~r einige f(n} die minimalen n 
an, f~r die l - ( 1 - Rf(n))n gr5ßer als ( 1 - 10-x) = MIN_x ist, 
sofern ein solches n existiert. 
Bei den . f{n), bei denen l - ( l - Rf(n))n ein Maximum besitzt, wird 

das Maximum sowie das zugehörigen= MAX n angegeben. 
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. l 
'! . MIN 2 MIN 100 · MAX n - MAXIMUM 

,,: 1•' 
.A 

· .: .· f ( n) MIN_l0 ' MIN_l000 
',l -

' :i t ~ 

. r ~-------------------~-------
'; ' ~.:.- .. ' .. 

: .• li 
n 

n/10 

n/100 

n/1000 
n0.5 

n0.4 

n0 . 3 

1 r ( n) 

ln(ln(n)) 

2 

l 

l 

3 

3 

3 

2 

2 

11 

5 101 

3 43 

27 

19 1678 

15 276 

21 377 

10 123 

7 1 

66 l 
658 l -

1001 6579 l 

302 l -
2427 1 -

12604 93866 1 -

6039 

1379 

Tab. 2: Angaben zum numerischen Verh~lten von 
l - ( 1 - Rf(n))n 

(1.0519 10-2) 

(1. 5699 10-20) 

(1. 0778 10-199) 

(3.8002 10·-1981) 

(l.2361 10-23) 

(5.1395 10-103) 

(1. 0355 10-1581) 

'i 
·i 
j 
•j 
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